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어떠한 수열의 비다양성 을
∑

0≤u,v≤n−1 I[A[u] = A[v]] 로 정의하자. (비다양성) + (다양성) + (다양성)

= N2 이기 때문에, 비다양성의 최솟값을 구하면 다양성의 최댓값을 쉽게 구할 수 있다. 아래 풀이에서는

비다양성을 최소화하는 문제를 해결한다.

또한, 굿 넘버링에 등장하는 서로 다른 숫자가 T 개일 때, A[i] ∈ {0, 1, . . . , T − 1} 임을 가정한다.

부분문제 4

문제의 정의에 따라서, A[u] = A[v] 인 서로 다른 두 정점 u, v 를 잇는 경로에는 같은 숫자가 적혀 있어야

한다. 이에 따라, A[u] 가 같은 정점들은 트리에서 서로 연결되어 있다. 이 정점들을 하나로 압축할 경우,

트리는 경로가 된다: 압축된 트리에서 차수 3 이상의 정점이 있다면, 이 정점보다 A[v] 값이 작은 정점이 2

개 있거나 큰 정점이 2 개 있고, 그들간의 경로가 문제 조건을 만족하지 않는다.

최적해에서 A[x] = 0, A[y] = T − 1 인 두 정점을 고정하자. 위 관찰에 의해서, x 와 y 간의 경로에 속하지

않는트리간선 (u, v)는 A[u] = A[v]를항상만족한다. x와 y 간의경로에있는간선들을지우면,트리는몇

개의 컴포넌트로 분할되고, 각 컴포넌트에는 항상 같은 색이 배정되어야 한다. 이 경우, 경로를 따라가면서

각컴포넌트마다값이증가하도록다른색을배정해주면현재조건에서비다양성을최소화하는굿넘버링을

얻을 수 있다. 고로, 이 경우 얻을 수 있는 비다양성의 최솟값은 각 컴포넌트 크기의 제곱의 합이다.

모든 가능한 x, y 에 대해서 위 절차를 구현해 주고, 비다양성의 최솟값을 계산해 주면 O(n3) 에 전체

문제를 해결할 수 있다.

부분문제 5

최적해에서 x, y 가 트리의 리프임을 가정할 수 있다. x 를 고정하고, 모든 y 에 대한 답을 DP로 해결하자.

다음과 같은 정의를 도입한다:

• child[v]: v 의 자식 집합

• sub[v]: v 의 서브트리 크기

• DP [v]: y 가 v 의 서브트리에 있다는 가정 하에 v 의 서브트리를 컴포넌트로 나눴을 때 비다양성의

최솟값

이 때, DP [v] = minw∈child[v](DP [w] + (sub[v] − sub[w])2)) 가 성립한다. x 를 고정했을 때 이 점화식은

O(n) 시간에 계산할 수 있으니, 전체 문제는 O(n2) 시간에 해결할 수 있다.

부분문제 3

임의의 정점 (편의상 0 번 노드) 를 루트로 고정하고 DP를 계산하자. 정점 l 에 대해서, LCA(x, y) = l

인 모든 (x, y) 에 대한 비다양성의 최솟값은, minu,v∈child[l],u̸=v(DP [u] +DP [v] + (n− sub[u]− sub[v])2) 와

같이 계산할 수 있다. 이를 모든 정점 l 에 대해서 계산해 주면, DP를 매번 다시 계산할 필요 없이 문제를

해결할 수 있다. 시간 복잡도는 모든 정점의 차수 합의 제곱으로, 이진 트리에서는 O(n) 시간이지만 일반

트리에서는 여전히 O(n2) 이다.
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부분문제 6

위 식을 풀어쓸 경우, minu<v,u,v∈child[l](DP [u] +DP [v] + (n− sub[u])2 + sub[v]2 − 2(n− sub[u])sub[v])

와 같이 전개된다. 고정된 v 에 대해서, 이는 일차 함수의 최솟값 쿼리와 동일하다. 필요한 일차 함수들을

기울기순으로정렬한후 Convex Hull Trick을사용하면,전체문제를 O(n log n)에해결할수있다.출제진이

의도한 풀이는 이것이었고, 실제 대부분의 학생들이 이렇게 해결하였다.

l 의 자식들을 (sub[u], DP [u]) 값을 기준으로 정렬하자. sub[u] 가 같은 값이 3 개 이상 있다면, 이 중

DP [u] 가 가장 작은 두 값을 제외하고는 모두 계산에서 무시해 주어도 무방하다. 그러한 값을 사용한다면

가장작은두값으로대체하는것이항상이득이기때문이다.필요없는자식들을제거한후,단순히모든자식

쌍을 순회할 경우 현재 입력 데이터에서 만점이 나온다. 코드가 짧기 때문에 대부분의 출제진들은 이렇게

해결하였다.

서로 다른 sub[u] 값이 최대 O(
√
n) 개이기 때문에, 이 방법이 O(n

√
n) 의 시간 복잡도를 가지는 것은

증명할 수 있다. 하지만, 이보다 더 강한 증명은 알지 못한다. 출제진은 동적 계획법으로 모든 트리 중 (서로

다른 sub[u] 값의 수)2 의 가능한 최대 합을 계산해 보았고, n = 10000 에서 대략 5만, n = 100000 에서 대략

60만 이하의 값이 계산되었다. 사용한 동적 계획법이 O(n
√
n) 의 메모리를 사용해서 n = 1000000 에서의

최댓값을 산출하지는 못하였지만, 추세를 보았을 때는 의미 있는 반례가 존재하지 않을 것이라고 추측된다.

부분문제 9

어떠한 서로 다른 두 정점 u, v 에 대해서 u, v 를 모두 포함하는 사이클이 있다면, A[u] = A[v] 여야 한다.

즉, 같은 이중 연결 요소에 속하는 노드들은 같은 값을 배정받아야 한다. 이중 연결 요소를 하나의 정점으로

합쳐주면, 그래프는 트리가 된다. 각 트리 정점이 원래 그래프의 여러 정점에 대응될 수 있다는 차이 외에는,

서브태스크 6과동일한풀이를사용하여해결할수있다.이중연결요소는,그래프의절선을구한후,절선이

아닌 간선들의 양 끝점을 (Union-Find 등으로) 합쳐주는 식으로 계산할 수 있다. 시간 복잡도는 (CHT 사용

기준) O(m+ n log n) 이다.
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