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서브태스크 1

제한이 아주 작기 때문에 다양한 풀이가 있습니다. 모든  에 대해서, 초의 통신망의 연결 컴포넌트를

DFS (Flood-Fill) 로 구합시다. 와 가 초에 연결되어 있다는 것은 초의 통신망 상태에서 와 가 같은

컴포넌트에 있다는 것입니다.  를, 초에 정점 가 있는 연결 컴포넌트의 번호라고 정의하면, 이는

 라는 것과 동치입니다. 모든 쿼리에 대해  를 고정하고, 위 조건을 모든 시간 

 에 대해 확인할 경우  시간에 문제를 해결할 수 있습니다.

서브태스크 2

서브태스크 1과 동일하게 진행하나, 쿼리 처리 부분을 최적화합니다.  를 고정했을 경우, 우리가 알고 싶은

것은 모든  에 대해  인지의 여부입니다. 이는 두 문자열의 부분문자열이

일치하는지를 판별하는 문제와 동일합니다.  시간에 각 문자열의 해시를 전처리해두면, 각  에 대해

이를  시간에 판별할 수 있습니다. 고로 전체 문제를  시간에 해결할 수 있습니다.

서브태스크 3

오프라인 동적 연결성 알고리즘을 사용하여 전체 문제를  시간에 해결할 수

있습니다. 이 알고리즘에 대해서는 여러 자료에서 잘 설명되어 있으나, 풀이의 완결성을 위해 이 글에서 다시

설명합니다.

입력으로 주어진 간선 갱신을, "시간 구간  에 간선  추가" 의 형태로 변환합시다. 시간 축에 대해

세그먼트 트리를 만들면, 위에서 설명한 간선 갱신은  개의 노드에 간선  을 추가하는 것으로

해석할 수 있습니다. 각 시간의 연결 상태는, 해당 시간 위치에서 루트로 가는 경로에 있는 모든 노드의 간선

합집합을 그래프로 두었을 때, 연결 컴포넌트의 상태와 동일합니다.

일반적인 Union Find를 약간 수정해서 다음과 같은 기능을 지원하게끔 구현할 수 있습니다.

Worst-case  시간에 두 집합 union.

 시간에 집합 size 계산.

 시간에 마지막으로 진행한 연산 Undo.

구체적으로, path compression을 하지 않고 대신 union-by-size로 시간 복잡도를 보장해 주면 됩니다.

위에서 구성한 세그먼트 트리를 top-down으로 순회합니다. 구체적으로, DFS 함수가 특정 노드를 방문하면,

해당 노드에 있는 모든 간선을 Union-find에 추가하고, 재귀적으로 자식을 방문한 후, 노드를 떠날 때 해당

노드에서 합쳐준 간선들을 모두 undo해줍니다. 이렇게 할 경우 다음 두 invariant가 보장됩니다:

특정 노드를 방문하고 간선을 다 추가한 시점에서, Union-find에 있는 간선들은 루트에서 현재 노드로

가는 경로 상에 있는 간선들의 합집합과 동일.
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특정 노드를 떠나기 전 간선을 제거하지 않은 시점에서, Union-find에 있는 간선들은 루트에서 현재

노드로 가는 경로 상에 있는 간선들의 합집합과 동일하며, 이 간선들이 추가된 순서는 루트에서 현재

노드로 내려가는 방향임 (즉 마지막으로 진행한 연산을 undo하면 현재 노드에서 추가한 간선들이

undo됨.)

이제 각 시간에 대한 그래프에 대한 Union-find가 있으니, 쿼리는 리프 노드에서 응답하면 됩니다.

서브태스크 4

서브태스크 3과 동일하게, 간선 갱신을 "시간 구간  에 간선  추가" 의 형태로 변환합시다. 가능한

간선의 후보가  개이기 때문에, 위 표현을 뒤집어서 간선 추가 대신 "시간 구간 u$ 와 

사이에 간선이 없음" 이라는 형태로 그래프의 상태를 표현할 수도 있습니다. 이렇게  시간 구간에  와 

 이 연결되지 않았다는 정보를 튜플  의 형태로 표현합시다.

쿼리  이 주어졌을 때, 해당 쿼리에 대해 도달 가능한 정점은 구간을 이룹니다. 도달 가능한 정점 중

인덱스 최소를  라고 합시다. 각 튜플  를 2차원 평면 상에서  과  을 잇는  축에 평행한

선분으로 생각해 봅시다.  인 모든 선분 중   축 구간을 지나는 선분이 있다면, 이러한 선분 중 최대

 + 1 이 우리가 구하는  입니다. 그러한 선분이 없을 경우  입니다.

이를 계산하는 방법은 다음과 같습니다:

 인  중 최대  구하기는,  에 대해서 최댓값 세그트리를 만들고  가 증가하는

순서대로 스위핑을 하면서 구할 수 있습니다.

 인  중 최대  구하기는,  에 대해서 최댓값 세그트리를 만들고  가 증가하는

순서대로 스위핑을 하면서 구할 수 있습니다.

위 경우는 모두   축 구간을 지나는 올바른 선분들만 고려했지만, 만약에 선분이  을

만족한다면 해당 경우는 고려되지 않습니다. 이 경우는 선분을  축이 증가하는 순서대로 스위핑한 후, 각

쿼리에 대해서  에서 왼쪽으로 갔을 때 처음 닿는 선분을 구하는 식으로 계산할 수 있습니다. 정확히

저 조건만 만족하는 선분이 고려되지는 않지만, 저 조건을 만족하는 선분은 전부 고려되며 그 외에 고려된

선분들도 전부 가능한 후보라서 괜찮습니다.

최대  는 대칭적으로 해결하면 됩니다. 전체 문제가  시간에

해결됩니다.

만점 풀이

 를, 정점  가 속한 연결 컴포넌트의 번호를 시간 순으로 나타낸 길이  의 문자열이라고 합시다.

또한,  을 이 문자열의  번째 문자로 이루어진 부분문자열이라고 합시다 (

). 서브태스크 2에서는  를 직접 구한 후 적절한 전처리로 두 문자열 구간의 동일성을 비교했습니다.

만점 풀이에서도 유사한 방식의 풀이를 사용합니다.

서브태스크 3과 동일한 식으로 세그먼트 트리를 구성합시다. 세그먼트 트리의 노드  에 대해, 정점  가 활성화

되었다는 것은,  와  의 서브트리에서  를 끝점으로 하는 간선이 존재한다는 것을 뜻합니다. 각 간선은

 개의 새로운 활성화된 정점을 도입하니, 총  개의 활성화된 정점이 세그먼트 트리에

존재합니다.

세그먼트 트리의 노드  에 대해서, 다음을 정의합시다:
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: 노드  가 시간 구간  을 대표한다고 하자.  에 있는 모든 활성화된 정점들에 대해서,

 를 사전순으로 비교했을 때  는 사전 순으로 몇 번째인가? (두 문자열이 같을 경우, 같은

번호를 배정)

:  인 정점은 무엇인가?

:  와  이 시간  에 연결되어 있게끔 하는 최대  는 무엇인가?

:  을  를 뒤집은 문자열로 정의하자.  를 사전순으로 비교했을 때  는 사전

순으로 몇 번째인가? (두 문자열이 같을 경우, 아무 순서대로 배정)

:  인 정점은 무엇인가?

:  와  이 시간  에 연결되어 있게끔 하는 최대  는 무엇인가?

이 정보를 저장하기 위해서는,  에서 활성화된 정점에 비례하는 공간이 필요합니다. 고로 노드들의 공간

복잡도 합은  입니다.

이제 위 정보들을 세그먼트 트리를 구성하면서 top-down으로 계산합시다.  라고 하고,  가

Union-find의 루트라고 합시다 (아닌 경우는  로 맞춰 줍시다).  은, 다음 두 문자열을

합친 것과 동일합니다:

만약  가 왼쪽 자식에서 활성화된 노드라면, . 아닐 경우  를  번 반복.

만약  가 오른쪽 자식에서 활성화된 노드라면, . 아닐 경우  를  번 반복.

 을 정렬하는 것은 이 두 쌍을 순서대로 정렬하는 것과 동일합니다. 왼쪽 자식에서  의 순서와

오른쪽 자식에서  의 순서가 이미 구해져 있으니,  는  를 구해서

사전순으로 정렬한 후 좌표압축하는 식으로 구할 수 있습니다. 만약  가 활성화된 노드가 아니라면, 

를  으로 대체하는 식으로 처리할 수 있습니다. 즉, 위와 같이 정의된 두 쌍을 정렬하는 식으로  를

 시간에 계산할 수 있습니다. 위 자료들을 통해서 임의의 서브트리에서 두 노드가 같은

문자열을 가지는지를  시간에 판단할 수 있으니, 세그먼트 트리를 이분탐색 하는 식으로 

역시 동일한 복잡도에 계산할 수 있습니다.  에 대한 값은 뒤집어서 동일하게 계산하면 됩니다.

이제 쿼리를 처리하는 부분을 설명합니다. 쿼리는 세그먼트 트리를 타고 내려가면서 처리해 줍니다 (구성하는

것과 같은 분할 정복에서 해결하는 것이 효율적입니다). 쿼리 구간  을 포함하는 가장 깊은 노드를  라고

합시다.  에서  가 활성화되어 있지 않다면,  로 내려가면서 활성화 되지 않게 된 가장 첫 지점을 통해서 답을

쉽게 계산할 수 있습니다.

 에서  가 활성화되어 있음을 가정합시다.  을 기준으로 모든 활성화된

노드들이 정렬되어 있으니,  구간에서 문자열이 일치하는  는  값이 특정 구간에 있습니다.

이 구간은  값을 사용하여  가 있는 지점 양 옆으로 세그트리에 이분탐색을 하여 계산할 수 있습니다.

비슷하게,  구간에서 문자열이 일치하는  는  값이 특정 구간에 있습니다. 고로 이

노드에서 우리가 구하는 것은,  값이 특정 구간에 있고  값이 특정 구간에 있는 모든 정점

 에 대해서 Union-find 컴포넌트의 크기 합을 구하는 것으로 환원됩니다. 다시 말해, 현재 노드에서 활성화된

모든 정점들을 2차원 평면에 올렸을 때, 각 쿼리는 2차원 직사각형 안에 들어간 정점의 가중치 합을 묻는 문제가

됩니다. 이는 스위핑을 사용하여 쉽게 해결할 수 있습니다.

최종 시간 복잡도는  입니다.
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